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Lambda kalkulus, véty o normalnich formach

Vycislitelnost

Nasledujici formalni systémy definuji stejné tridy funkci:
@ Turinglv stroj
Imperativni programovani
e Lambda kalkulus (Church)
Funkcionalni programovani

@ Rekurzivni funkce
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Lambda kalkulus

Citat

The point of philosophy is to start with something so simple as
not to seem worth stating, and to end with something so
paradoxical no one will believe it.

— Bertrand Russell
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Lambda kalkulus

(netypovany)

Definition (Jazyk lambda kalkulu)

Mnozina lambda termt A je

induktivné vybudovéna z xeV = xel
(nekonecné spocetné) mnoziny M,NeN = (MN)eA
proménnych V: xeViMeAh = (Ax.M)eA

Umluva: Aplikace funkci asociujeme vlevo, lambda abstrakce vpravo.
Napfiklad:

(...(FMy)...Mp) = FMp...M,
(Ax1.(c .. (Axp-M) L 0Y)) = Axpdxo. . XM
= Axq...xp.M
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Lambda kalkulus

priklady

Example

Priklady: x; xz; Ax.xz; (Ax.x2)y; (Ay.(Ax.xz)y)w.
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Lambda kalkulus

Rovnost terma (neformalné): (Ax.M)N = M|[x := N]

6/57



Funkce s vice argumenty — Currying

Lambda kalkulus popisuje jen funkce s jednim argumentem?
Na funkce s vice argumenty se mohu divat jako na funkce vracejici opét
funkce.

Example

M&jme vyraz zavisly na dvou proménnych f(x,y).
Definujme Fx = Ax.f(x,y) a F = A\y.F,. Pak

(Fx)y = (M Ay f(x,y))x)y = f(x,y)

V souladu s konvenci vynechame zavorky: Fxy.

Tento prevod vymyslel Moses Schonfinkel (1924). Je nazyvan currying!
podle matematika Haskella Curryho, ktery ho znovuobjevil a pouzival.

1Vyslovnost viz. /i . haskell. o
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http://www.haskell.org/pipermail/haskell-cafe/2010-October/thread.html#84486

Kompatibilni relace na termech

Definition
Rekneme, Ze relace p na lambda termech je kompatibilni, jestlize
MpN = (ZM)p(ZN)

(MZ)p(NZ)
(Ax.M)p(Ax.N)
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Lambda kalkulus, véty o normalnich formach

a-konverze

Definition
XM =4 Ay.M[x = y]

Definujme = jako nejmensi kompatibilni ekvivalenci, ktera obsahuje —,.
Nadale povazujme viechny termy M = N za stejné a podle potFeby je
zaménujme.
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Lambda kalkulus, véty o normalnich formach

Volné proménné

Definition (Volné proménné)

Termu M priradime mnozinu jeho volnych proménnych takto:
FU(x) = {x)
FV(MN) = FV(M)U FV(N)
FV(Ax.M) = FV(M)\ {x}

Ostatni proménné vyskytujici se v termu nazveme vdzané.
Term M nazveme uzavreny nebo téz kombinator pokud FV (M) = {}.

Neformalné&: x ma vazané vyskyty v termu M v3ude, kde x neni ,schované’
pod lambda abstrakci s x.
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Lambda kalkulus, véty o normalnich formach

Substituce

Definition (Substituce)

Substituci termu N za proménnou x v termu M, znaleno M[x := N],

definujeme (nize viude x # y):

x[x

ylx
(PQ)[x
(Ax.P)[x
(Ay.P)[x

= N]|
= N]
= N]
= N]
= N]

N

y

(Plx:= N)(Q[x := NI)
(Ax.P)

(. (Plx == N]))

V poslednim pfipadé nesmi byt y volna v N. Pokud je, nejprve y

pfejmenujeme.

Proc? Napfiklad (Ax.y)[y

=x] =

Ax.(y[y := x]) = Ax.x.
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Lambda kalkulus, véty o normalnich formach
B—-redukce

Definition (5-redukce a expanze)

Definujme na A tyto binarni relace:
(1] o (M.M)N—gM[x := N|
o M—sN = ZM—3ZN, MZ—3NZ, (Ax.M)—5(Ax.N)
e Prechod ve sméru Sipky nazyvame (-redukce.
e Prechodu proti sméru Sipky rikame [-expanze.
@ Relace — 3 je reflexivni tranzitivni uzavér relace — 3.

© Relace =g je reflexivni, tranzitivni a symetricky uzavér relace — 5 (Cili
ekvivalence).
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Lambda kalkulus, véty o normalnich formach
B—-redukce

Dalsi pojmy

Definition
© Termy tvaru (Ax.M)N nazyvame [-redexy?. Term M[x := N] pak
nazveme (-contractum.
@ Term M je 3-normélini forma pokud nema zadny redex jako podterm.

© Term M ma (B-normélini formu pokud existuje N, ktery je S-nf a
M=sN.

?Odvozeno z reducible expression.
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Lambda kalkulus, véty o normalnich formach
n-redukce

Definition (1-redukce a expanze)

(Ax.Mx)—, M, kde x neni volna v M.

Vyjadfuje urcity princip extensionality: Funkce jsou si rovny, pokud pracuji stejné
na daném argumentu.
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Neni tak podstatna jako S-redukce, vétsinou je spise pomocna/optimalizacni.
V urcitém smyslu duélni k S-redukci (aplikace vné/uvniti abstrakce).

M—, N neznamend, ze M =gN. Napriklad Ax.yx—,y, ale pfitom oba termy
jsou v B-nf. Plati ale, ze (Ax.Mx)N—gMN.

n-redukce tedy umoznuje zjednodusovat nékteré funkce dfive, nez jsou
aplikovany na argument.

7-expanze se pouziva v nékterych striktnich jazycich pro oddaleni
vyhodnoceni. Vyraz se tak vyhodnoti teprve az je mu dan (obvykle prazdny)
argument.

Pfi interpretaci lambda termd jako programi nemusi mit 7-ekvivalentni
termv steinon sémantikir: A\x Mx mtize skonéit a nritom M samotné ne



Lambda kalkulus, véty o normalnich formach

Church-Rosserova véta

Theorem (Church-Rosser)

Jestlize M— 3Ny a M— 3Ny pak existuje L takové, Ze Ny—gl a No—gl.
(Nakreslit obrizek.)

Dikaz.
Viz. [2] nebo [1]. O

Dusledky:

o Je-li M=gN pak existuje L takové, ze M—gL a N—gL.
o Ma-li M -nf N pak M—gN.

o Kazdy lambda term ma nejvyse jednu S-nf.
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Lambda kalkulus, véty o normalnich formach

Church-Rosserova véta
Dalsi dasledky

o A-kalkulus je konzistentni (syntakticky diikaz).
o Existuji termy, které nemaji 8-nf. Napfiklad

Q = (Ax.xx)(Ax.xx)

e Muze existovat mnoho strategii, jaké redexy kontrahovat pfi hledani
normalni formy.

o V3echny Gspésné vedou ke stejné normalni formé.
o At zacneme jakkoliv, mtizeme se vzdy jesté k nf dostat — nemiizeme
»Spatné odbocit” bez moznosti navratu.
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Modely lambda kalkuld

@ Védélo se, ze lambda kalkulus je konzistentni, ale dlouho se neznaly
modely.

@ Problém: Mohu napsat term Ax.xx. Jaky ma mit model funkce
aplikovana sama na sebe?

@ Scott vytvofil tzv. Domain theory, ktera dava sémantiku lambda
kalkuleim.
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[B-redukce — cviceni

Cviceni

Najdéte néjaké termy M a N takové, Ze:
@ N nema nf ale MN m3 nf.
@ M nema nf ale MN ma nf.

Pouzijte kombinatory K, I, Q.
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Lambda kalkulus, véty o normalnich formach

Silné a slabé normalizujici systémy

Definition

Systém redukci je silné normalizujici, pokud pro kazdy term libovolna
sekvence redukei skon&i normalni formou.

Systém je slabé& normalizujici, pokud pro kaZdy term existuje alespoi jedna
sekvence redukci skon&i normalni formou.

Poznamky:
@ Netypovany lambda kalkulus neni ani silné ani slabé& normalizujici.
Viz. napf. Q = (Ax.xx)(Ax.xx).
e Existuji typované lambda kalkuly, které jsou silné/slabé& normalizujici.
@ Silné/slabé normalizujici systém nemuze byt turingovsky aplny
(protoze viechny jeho funkce jsou totalni).
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Lambda kalkulus, véty o normalnich formach

Rekurze
Example
Zkusme definovat neformalné faktorial:
f = An.if (= 0n)1(*n(f(—nl)))

Lambda kalkulus takovou definici neumoziiuje, funkce jsou anonymni, a tak
nemohou referovat samy na sebe.

Zkusme provést (-expanzi a vyabstrahovat rekurzi:

f o= M'n.if(=0n)1(xn(f'(—nl))) f

H

= Hf

Potfebujeme nalézt zpisob, jak vyresit tuto rovnici — nalézt pevny bod
termu H.
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Lambda kalkulus, véty o normalnich formach
Rekurze

pokracovani

Chceme najit funkci Y takovou, ze
YH = H(YH),
pak miizeme definovat
f=YH

Pozorovani: Term Q = (Ax.xx)(Ax.xx) se redukuje sdm na sebe.
Definujme
Y = M .(Ax.f(xx))(Ax.f(xx))

Pocitejme:

YH = (M.(Ax.f(xx))(Ax.f(xx)))H
(Ax.H(xx))(Ax.H(xx))
H((Ax.H(xx))(Ax.H(xx)))
—  H(YH)
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Redukéni strategie

Kterou cestou na rozcesti, kterou cestou jen se dat?
Na ktery mi kyne stésti, na ktery mi hrozi pad?

Mam-li lambda term, jak ho redukovat, abych dostal normalni formu?
Které redexy vybirat?

Example
Bud K = Axy.x, | = Ax.x a Q = (Ax.xx)(Ax.xx). Redukujme KIQ:

Budeme-li vybirat stale posledni

Zacneme-li prvnim redexem, tedy
redex, dostaneme:

redukujeme

KIQ = ((Ax.(\y.x))Q KIQ = KI((Axxx)(Ax.xx))
—s (A1) —g  KI((Ax.xx)(Ax.xx))
—B /
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Redukéni strategie

Redukéni strategie

Definition

Redukéni strategie je mapa F z A do A takova, ze
MeN = M—zF(M)

Redukéni strategie je:

jednokrokova pokud M—gF (M) pro vsechna M, ktera nejsou v nf;
efektivni pokud ji Ize , jednoduse” implementovat;

rekurzivni pokud je ,implementovana rekurzivng”;
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Redukéni strategie

(pokracovani)

Definition
Redukgni strategie je:
normalizujici pokud jestlize M ma nf pak existuje n takové, ze F"(M) je nf.
kofinalni pokud pro M—3N existuje n takové, ze N—gF"(M).
Church-Rosserovska pokud je-li M =gN pak existuji m, n takové, ze
FM(M) = F™(N).
nekoncici pokud pro term M s nekoneCnou redukéni posloupnosti je
F(M)—gF™ (M) je neprazdna redukce.
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Redukéni strategie

Redukéni strategie
(véty)

Theorem
Plati:
© Kazda Church-Rosserovska strategie je kofinalni,
@Q Kazda kofinalni strategie je normalizujici.
Naopak to neplati.
Pro beta-redukce existuje:

efektivni kofindlni strategie (Gross-Knuthova strategie),

rekurzivni Church-Rosserovska strategie,

efektivni nekoncici strategie.
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Redukéni strategie

Normaliza¢ni véta |

Normalni poradi redukci

Theorem (Normaliza¢ni véta, téz 2. Church-Rosserova véta)

Bud' Fy jednokrokova strategie, kterd vzdy redukuje nejlevéjsi redex (pokud
neni term v nf).
F1 je normalizujici.

Dikaz.
Viz. [1]. O

Definition

Strategii F1 (resp. jeji poradi vyhodnocovani) nazyvame normalni (anglicky
normal order).
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Redukéni strategie

Normaliza¢ni véta Il

Normalni poradi redukci

o Nejlevéjsi redex je prvni, na ktery narazime pfi preorder prochazeni
stromu vytvoreného z termu.

e Argumenty se redukuji teprve po jejich dosazeni do funkce (liné
vyhodnocovani).
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Aplikativni poradi redukci

Definition

Aplikativni strategie redukuje v kazdém kroku nejvnitfnéjsi nejlevéjsi redex.
Odpovida postorder pochazeni stromu.

Termy jsou redukovany (pokud mozno) dfive, nez jsou pouzity jako
argumenty do funkci.

o Aplikativni poradi, nazyvané také striktni (strict) nebo eager, je
pouZito v podstaté ve viech imperativnich jazycich i mnoha
funkcionalnich.

@ Je jednodussi na implementaci a implementace je obvykle rychlejsi.

@ Neni normalizujici. Napfiklad term? KIQ ma normalni formu /, ke
které dospéjeme normalnim poradi redukci, ale ne aplikativnim.

o Disledek: Existuji programy (termy), které jsou normalizujici (skonéi s
danym vysledkem), ktery ale nelze nalézt aplikativnim poradim
vyhodnocovani.

2K =Xxyx, l =X xxaQ= (Ax.xx)(Ax.xx).
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Efektivita redukci

e Redukujme term (Ax.fxx)M. PFi aplikativnim pofadi nejprve
zredukujeme M a potom provedeme jeho dosazeni. Pfi normalnim
pofadi ale nejprve substituujeme M do fxx, a pak redukujeme obé jeho
kopie.

@ Normalni pofadi miize byt méné efektivni nez aplikativni, a to zasadné!

@ Reseni: Misto stromu pouZijeme pro reprezentaci term orientovany
acyklicky graf (DAG). Substituované podtermy sdilime, aby se
redukovaly jen jednou.

S myslenkou pfisel [5] a optimalni FeSeni (v urcitém smyslu)
vypracoval [3].

(Nakreslit priklad.)
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Redukéni strategie

Vyhodnocovaci strategie obecné

Vyhodnocovaci strategie |ze rozdélit na tyto zakladni skupiny:

Call by value: Vyraz v argumentu funkce je vyhodnocen predtim, nez je
volana funkce samotna (ale nemusi to byt nutné zleva
doprava jako je aplikativni poradi).

Call by name: Vyraz v argumentu je substituovan do funkce, jak v lambda
kalkulu — redukce stromi.

Call by need: Pouze odkaz na vyraz v argumentu je substituovan do funkce,
takze vyraz je vyhodnocen maximalné jednou — redukce grafti.

Call-by-future: Vyraz v argument je vyhodnocovan paralelné na pozadi.
Ve chvili, kdy funkce potfebuje hodnotu argumentu,
synchronizuje se s vliknem na pozadi.

Pri opusténi funkce je vlakno na pozadi ukonceno.
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let vyrazy

Pokud programator identifikuje (pojmenovava) shodné vyrazy,
mtzZeme maximalné vyuzit vyhody call by need.

Moznost pojmenovavat vyrazy vede k lepsimu a Citelnéjsimu stylu.
Syntaxe:

let x=Nin M

kde x & FV(N).

Sémanticky je to ekvivalentni (Ax.M)N.

Tomuto prekladu v lambda kalkulu nelze obecné odvodit/ovéFit typ,
proto je konstrukce let nutna.

Umozhuje prekladaéi vyraz optimalizovat, protoze vime, Ze se tato
lambda abstrakce aplikuje pravé jednou a pravé zde.

Example
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squarel = Ax — (x — 1) % (x — 1) - neefektivni
squarel = Ax — (let x’ = x — Lin x" x x’)



kombinované let vyrazy

V jednom let vyrazu lze obvykle kombinovat vice deklaraci:

let
x1 = N1
x2 = N2
x3 = N3
in M
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Redukéni strategie Jet” vyrazy

rekurzivni let vyrazy

@ Je mnohem (cZelnéj3i zapisovat vyrazy v rekurzivnim stylu nez pomoci
kombinatoru pro rekurzi (Y).

@ Syntaxe:
let x=Nin M
kde x € FV(N).

e Sémanticky je to ekvivalentni (Ax.M)(Y (Ax.N)), kde Y je kombinator
rekurze.

@ Je mozné kombinovat vice deklaraci, vzajemné rekurzivnich.

@ V nékterych funkcionalnich jazycich se rozlisuje ne-rekurzivni let a
rekurzivni letrec. Haskell pouziva jen let, sam si to pFebere.
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Hlavni a slaba hlavni normalni forma

Je nutna celd normalni redukce?
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o V praktickém funkcionalnim jazyce jsou vysledkem vypoctu data, ne
lambda termy.

@ Vysledek typu ,fuknce pficitajici 4" nam nepfinasi zadnou informaci
(obecné totiz stejné nelze poznat, co néjaka funkce déla).

@ Funkcionalni jazyk proto ma zabudované funkce a datové objekty
(napf. €isla), pro ktera jsou zabudovana pravidla, jak funkce
redukovat. Napfiklad + 3 4 se zredukuje na 7 apod. Cilem je, aby
vysledkem programu byla néjaka datovy objekt.

o Pokud je zfejmé, zZe redukce néjakého termu (nebo podtermu) nevede
k datovému objektu, ale k néjaké casteéné vyhodnocené funkci, neni
tfeba pokracovat ve vyhodnocovani.



Hlavni a slaba hlavni normalni forma

Hlavni normalni forma |

Head normal form

Definition (head normal form)

Kazdy lambda term lze zapsat ve tvaru

AX1 .. Xy NMy ... My

kde N nenf aplikace, n > 0 a k > 0, a plati, ze
© pro néjaké [ < k je NMy ... M redex.
Nazveme ho hlavni (head) redex. A nebo,

@ pro zadné | < k neni NMy ... M, redex.
Pak fekneme, ze term je hlavni normalni forma (head normal form).

y

(Nakreslit obrazek.)
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Hlavni a slaba hlavni normalni forma

Hlavni normalni forma Il

@ Pro klasicky lambda kalkulus to znamena, ze N je
e proménna (pak je term HNF), a nebo
o NM; je [-redex.
@ Pro funkcionalni jazyk s dal3imi zabudovanymi funkcemi a datatovymi
typy je term v HNF také kdyz N je datovy objekt nebo zabudovana
funkce, ktera neméa dostatek argumenti pro vyhodnoceni.
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Hlavni normalni forma — redukce

Definition
Redukéni strategii, ktera vzdy redukuje hlavni redex nazveme hlavni.

Theorem
Lambda term ma HNF pravé kdyz se hlavni redukéni strategie zastavi.

Dtikaz.

Viz. Curry’s standardization theorem v [1].

Definition
Term muaze mit vice riiznych HNF. Tu, kterou ziskdme hlavni redukéni
strategii, nazveme principialni (principal) HNF.
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Hlavni a slaba hlavni normalni forma

Slaba hlavni norméalni forma |

Weak head normal form

Definition (weak head normal form)

Kazdy lambda term lze zapsat ve tvaru
NM; ... My

kde N neni aplikace, k > 0, a plati, ze
O pro néjaké | < k je NMy ... M; redex. Nazveme ho slaby hlavni (weak
head) redex, a nebo
@ pro zadné | < k neni NMy ... M, redex.

Pak fekneme, Ze term je slaba hlavni normalini forma (weak head
normal form).

(Nakreslit obrazek.)

38/57



Hlavni a slaba hlavni normalni forma

Slaba hlavni normalni forma |l

Weak head normal form

@ Pro klasicky lambda kalkulus to znamena, ze N je
e proménna (pak je term WHNF), nebo
o N je lambda abstrakce a k = 0 (term je také WHNF), a nebo
o NM; je [-redex.

@ Pro funkcionalni jazyk s dalsimi zabudovanymi funkcemi a datatovymi
typy je term v WHNF také v pfipadech, kdy N datovy objekt nebo
zabudovana funkce, kterd nema dostatek argumentt pro vyhodnocenti,
a nebo lambda abstrakce a kK = 0.

39/57



Slaba hlavni normalni forma — redukce
Definition

Redukeni strategii, kterd vzdy redukuje slaby hlavni redex nazveme slabou
hlavni.

Theorem

Lambda term ma WHNF pravé kdyz se slabd hlavni redukéni strategie
zastavi.

Dikaz.

Pokud je N je lambda abstrakce a k = 0, je tvrzeni ziejmé.

V opaéném pfipadé splyvda HNF a WHNF. O
Definition

Term mitize mit vice riiznych WHNF. Tu, kterou ziskame slabou hlavni
redukéni strategii, nazveme principialni (principal) WHNF.
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Slaba hlavni normalni forma — vyuziti

41/57

o WHNF se vétsinou pouziva pro vyhodnocovani vyrazti ve

funkcionalnich jazycich.

o U WHNF se totiz vyhneme problému s nutnosti pfejmenovani

proménnych a-konverzi, na rozdil od HNF. (Funkcionalni program musi
byt kombinator. Kdyz si na zacatku prejmenujeme vSechny proménné tak,
aby byly razné, pfi hledani WHNF se vyhneme konfliktu v nazvech
proménnych.)

Zajistuje maximalni lenost vyhodnocovani, u HNF by dochazelo k
nadbytec¢nému vyhodnocovani neiplné aplikovanych funkci.

U jazyki se striktnim vyhodnocovanim, které vyhodnocuji termy do
WHNF, |ze odlozit vyhodnoceni vyrazu jeho zabalenim do lambda
abstrakce s n&jakou nepouzitou proménnou:

M = \x.M
Vyraz je pak vyhodnocen teprve az na aplikujeme M’ na cokoliv, napr.
M'0 = (Ax.M)0



Hlavni a slaba hlavni normalni forma

Shrnuti normalnich forem

@ NF neobsahuje zadné redexy.
@ HNF mize mit redexy v argumentech nejvice vnéjsi funkce.

e WHNF miize mit redexy jak v argumentech nejvice vnéjsi funkce, tak
kdekoliv pod lambda abstrakcemi.
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Poznamky k (slabé) hlavni normalni formé

@ HNF ma teoretické uplatnéni v teorii lambda kalkulu [1]. Lze napriklad
dokazat za jakych podminek ma term HNF, Ze kontrakcemi hlavnich
redexti dospéjeme k normalni formé, atd.

o WHNF ma predevsim praktické uplatnéni v implementaci
funkcionalnich jazyka [4].
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Priklady a cviceni Cviceni

Normalni formy

CviCeni
Najdéte néjaké lambda termy M a N takové, Ze:
@ N nema nf ale MN mé& nf.
@ M nema nf ale MN ma nf.
© M nema hnf ale MN mé& nf.
Q@ M nema whnf ale MN mé nf.

Zapiste tyto termy jako programy v Haskellu. Pokud takové termy
neexistuji, dokazte to.
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Priklady a cviceni Cviceni

Pary a alternativy

@ Implementujte pary pomoci lambda termi. Tedy funkci pair kterou Ize
aplikovat na 2 argumenty, a funkce first a second takové, ze plati:
first (pair M N) -5 M, a
second (pair M N) —g N

e Napovéda: typ pair bud a—> b — (a—b—c¢c) —c.
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Priklady a cviceni Cviceni

Dvojita rekurze

O Implementujte Hofstadterovy muzské a zenské posloupnosti jako
funkce na Cislech.

@ Implementujte je tak, abyste pouzili rekurzivni et pouze s jednou
rekurzivni deklaraci, misto dvou.

© Implementujte je pomoci kombinatoru Y.
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Fritdecty o dezer
Faktorial na rtizné zptsoby |

Faktorial obycejnou rekurzi:

factorial :: Integer — Integer
factorial 0 = 1
factorial n = n x factorial (n — 1)

Tail-rekurzivné:

factorial :: Integer — Integer

factorial =
let
fcrO=r
fcrn=fc(rxn)(n—1)
infcl
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Fritdecty o dezer
Faktorial na rtizné zptsoby |l

Pomoci kombinatoru Y:

factoriall :: Integer — Integer
factoriall = An — if n = 0 then 1 else n x factoriall (n — 1)

factorial2 :: Integer — Integer
factorial2 =
let
f=An—ifn=0thenlelsenxf (n—1)
inf
yi:(a—a)—a
y=M—=>f(yf)
factorial3 :: Integer — Integer
factorial3 =y (\f — (An - if n=0then lelse nxf (n—1)))
-- (Integer -> Integer) -> (Integer -> Integer)
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Priklady a cviceni Priklady a reseni

Faktorial na rtizné zptsoby Il

Pomoci kombinatoru Y tail-rekurzivné:

yi:(a—a)—a

yf=f(yf)
factorial :: Integer — Integer
factorial =

let

f :: (Integer — Integer — Integer)

— (Integer — Integer — Integer)
frecrO=r

frecrn=rec(rxn)(n—1)
inyf1
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Priklady a cviceni Priklady a reseni

Faktorial na rtizné zptsoby IV
Striktni jazyk — Scala — zacykli se v kombinatoru Y

object Factorial3Bad

def y[A](f: A= A): A=
fly(f)):

def frec(rec: Int = Int)(n: Int): Int =
n match {
case 0 =1
case m => m x rec (m—1)

}

def factorial(n: Int): Int =
y(frec)(n);

def main(args: Array[String])

{
print("Factorialyofyu5:u");
print(factorial (5));
print("\n");
}
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Fritdecty o dezer
Faktorial na rtizné zptsoby V

Striktni jazyk — Scala — simulace liného vyhodnocovani pomoci 7 expanze

object Factorial3

def y[A](f: (Unit = A) = A): (Unit = A) =
Unit = f(y(f));

def frec(rec: Unit = (Int = Int))(n: Int): Int =
n match {
case 0 =1
case m =>m x rec()(m-1)

}

def factorial(n: Int): Int =
y(frec)()(n);

def main(args: Array[String])

{

print("Factorialyofu5:u");
print(factorial (5));
print("\n");
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Priklady a cviceni Priklady a reseni

Dvojité vzajemna rekurze |

Viz. sekvence http://oeis.org/classic/A005379 a
http://oeis.org/classic/A005378.
Klasicka verze pomoci fet.

female :: Integer — Integer

female =
let
f i Integer — Integer
fo=1

f x = (x:: Integer) — m (f (x — 1))
m :: Integer — Integer

m0=20
mx=x—1f(m(x—1))
inf
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Priklady a cviceni Priklady a reseni

Dvojité vzajemna rekurze

Varianta s pouze jednou rekurzivni 'let’ deklaraci za pomoci paru:

female’ :: Integer — Integer
female’ =
let
f1 :: (Integer — Integer)
— (Integer — Integer)
— Integer — Integer
f1 frec mrec 0 =1
f1 frec mrec x = x — mrec (frec (x — 1))

m1 :: (Integer — Integer)
— (Integer — Integer)
— Integer — Integer
ml frec mrec 0 =0
ml frec mrec x = x — frec (mrec (x — 1))
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Priklady a cviceni Priklady a reseni

Dvojité vzajemna rekurze Ill

(f,m)=(f1 f mymlf m)
in f

Varianta s pouze jednou rekurzivni 'let’ deklaraci za pomoci kombinatoru Y
a pary implementovanymi pomoci funkei:

y:(a—a)—a

yf  =fyf)
pair =Mxyf—fxy
first  =Ap—p(Axy — x)

second =A\p = p(Axy = y)

female” :: Integer — Integer
female” =
let
f1 :: (Integer — Integer)
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Priklady a cviceni Priklady a reseni

Dvojité vzajemna rekurze IV

— (Integer — Integer)
— Integer — Integer
f1 frec mrec 0 =1
f1 frec mrec x = x — mrec (frec (x — 1))

m1 :: (Integer — Integer)
— (Integer — Integer)
— Integer — Integer

ml frec mrec 0 =0

m1 frec mrec x = x — frec (mrec (x — 1))
—-(f,m) = (fl fm, m1 f m)

in first (y (Ap — let

f =firstp

m = second p

in pair (f1 f m) (m1 f m)))
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