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Lambda kalkulus, v¥ty o normálních formách

Vy£íslitelnost

Následující formální systémy de�nují stejné t°ídy funkcí:

Turing·v stroj
Imperativní programování

Lambda kalkulus (Church)
Funkcionální programování

Rekurzivní funkce
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Lambda kalkulus, v¥ty o normálních formách

Lambda kalkulus
Citát

The point of philosophy is to start with something so simple as
not to seem worth stating, and to end with something so
paradoxical no one will believe it.

� Bertrand Russell

3/57



Lambda kalkulus, v¥ty o normálních formách

Lambda kalkulus
(netypovaný)

De�nition (Jazyk lambda kalkulu)

Mnoºina lambda term· Λ je
induktivn¥ vybudována z
(nekone£né spo£etné) mnoºiny
prom¥nných V :

x ∈ V ⇒ x ∈ Λ

M,N ∈ Λ ⇒ (MN) ∈ Λ

x ∈ V ;M ∈ Λ ⇒ (λx .M) ∈ Λ

Úmluva: Aplikace funkcí asociujeme vlevo, lambda abstrakce vpravo.
Nap°íklad:

(. . . (FM1) . . .Mn) = FM1 . . .Mn

(λx1.(. . . (λxn.M) . . .)) = λx1.λx2. . . . λxn.M

= λx1 . . . xn.M
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Lambda kalkulus, v¥ty o normálních formách

Lambda kalkulus
p°íklady

Example

P°íklady: x ; xz ; λx .xz ; (λx .xz)y ; (λy .(λx .xz)y)w .
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Lambda kalkulus, v¥ty o normálních formách

Lambda kalkulus

Rovnost term· (neformáln¥): (λx .M)N = M[x := N]
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Lambda kalkulus, v¥ty o normálních formách

Funkce s více argumenty � Currying

Lambda kalkulus popisuje jen funkce s jedním argumentem?
Na funkce s více argumenty se mohu dívat jako na funkce vracející op¥t
funkce.

Example

M¥jme výraz závislý na dvou prom¥nných f (x , y).
De�nujme Fx = λx .f (x , y) a F = λy .Fx . Pak

(Fx)y = ((λx .λy .f (x , y))x)y = f (x , y)

V souladu s konvencí vynecháme závorky: Fxy .

Tento p°evod vymyslel Moses Schön�nkel (1924). Je nazýván currying1

podle matematika Haskella Curryho, který ho znovuobjevil a pouºíval.

1Výslovnost viz. http://www.haskell.org/pipermail/haskell-cafe/2010-October/thread.html#84486
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Lambda kalkulus, v¥ty o normálních formách

Kompatibilní relace na termech

De�nition

�ekneme, ºe relace ρ na lambda termech je kompatibilní, jestliºe

MρN ⇒ (ZM)ρ(ZN)

(MZ )ρ(NZ )

(λx .M)ρ(λx .N)
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Lambda kalkulus, v¥ty o normálních formách

α-konverze

De�nition

λx .M →α λy .M[x := y ]

De�nujme ≡ jako nejmen²í kompatibilní ekvivalenci, která obsahuje →α.
Nadále povaºujme v²echny termy M ≡ N za stejné a podle pot°eby je
zam¥¬ujme.

9/57



Lambda kalkulus, v¥ty o normálních formách

Volné prom¥nné

De�nition (Volné prom¥nné)

Termu M p°i°adíme mnoºinu jeho volných prom¥nných takto:

FV (x) = {x}
FV (MN) = FV (M) ∪ FV (N)

FV (λx .M) = FV (M) \ {x}

Ostatní prom¥nné vyskytující se v termu nazveme vázané.
Term M nazveme uzav°ený nebo téº kombinátor pokud FV (M) = {}.

Neformáln¥: x má vázané výskyty v termu M v²ude, kde x není �schované�
pod lambda abstrakcí s x .
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Lambda kalkulus, v¥ty o normálních formách

Substituce

De�nition (Substituce)

Substitucí termu N za prom¥nnou x v termu M, zna£eno M[x := N],
de�nujeme (níºe v²ude x 6= y):

x [x := N] ≡ N

y [x := N] ≡ y

(PQ)[x := N] ≡ (P[x := N])(Q[x := N])

(λx .P)[x := N] ≡ (λx .P)

(λy .P)[x := N] ≡ (λy .(P[x := N]))

V posledním p°ípad¥ nesmí být y volná v N. Pokud je, nejprve y
p°ejmenujeme.
Pro£? Nap°íklad (λx .y)[y := x ] = λx .(y [y := x ]) = λx .x .
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Lambda kalkulus, v¥ty o normálních formách

β�redukce

De�nition (β-redukce a expanze)

De�nujme na Λ tyto binární relace:
1 (λx .M)N→βM[x := N]

M→βN ⇒ ZM→βZN, MZ→βNZ , (λx .M)→β(λx .N)
P°echod ve sm¥ru ²ipky nazýváme β-redukce.
P°echodu proti sm¥ru ²ipky °íkáme β-expanze.

2 Relace �β je re�exivní tranzitivní uzáv¥r relace →β .
3 Relace =β je re�exivní, tranzitivní a symetrický uzáv¥r relace →β (£ili

ekvivalence).
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Lambda kalkulus, v¥ty o normálních formách

β�redukce
Dal²í pojmy

De�nition
1 Termy tvaru (λx .M)N nazýváme β-redexya. Term M[x := N] pak

nazveme β-contractum.
2 Term M je β-normální forma pokud nemá ºádný redex jako podterm.
3 Term M má β-normální formu pokud existuje N, který je β-nf a

M =βN.

aOdvozeno z reducible expression.
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Lambda kalkulus, v¥ty o normálních formách

η�redukce

De�nition (η-redukce a expanze)

(λx .Mx)→ηM, kde x není volná v M.

Vyjad°uje ur£itý princip extensionality: Funkce jsou si rovny, pokud pracují stejn¥
na daném argumentu.

Není tak podstatná jako β-redukce, v¥t²inou je spí²e pomocná/optimaliza£ní.

V ur£itém smyslu duální k β-redukci (aplikace vn¥/uvnit° abstrakce).

M→ηN neznamená, ºe M =βN. Nap°íklad λx .yx→ηy , ale p°itom oba termy
jsou v β-nf. Platí ale, ºe (λx .Mx)N→βMN.

η-redukce tedy umoº¬uje zjednodu²ovat n¥které funkce d°íve, neº jsou
aplikovány na argument.

η-expanze se pouºívá v n¥kterých striktních jazycích pro oddálení
vyhodnocení. Výraz se tak vyhodnotí teprve aº je mu dán (obvykle prázdný)
argument.

P°i interpretaci lambda term· jako program· nemusí mít η-ekvivalentní
termy stejnou sémantiku: λx .Mx m·ºe skon£it a p°itom M samotné ne.14/57



Lambda kalkulus, v¥ty o normálních formách

Church-Rosserova v¥ta

Theorem (Church-Rosser)

Jestliºe M�βN1 a M�βN2 pak existuje L takové, ºe N1�βL a N2�βL.
(Nakreslit obrázek.)

D·kaz.

Viz. [2] nebo [1].

D·sledky:

Je-li M =βN pak existuje L takové, ºe M�βL a N�βL.

Má-li M β-nf N pak M�βN.

Kaºdý lambda term má nejvý²e jednu β-nf.
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Lambda kalkulus, v¥ty o normálních formách

Church-Rosserova v¥ta
Dal²í d·sledky

λ-kalkulus je konzistentní (syntaktický d·kaz).

Existují termy, které nemají β-nf. Nap°íklad

Ω = (λx .xx)(λx .xx)

M·ºe existovat mnoho strategií, jaké redexy kontrahovat p°i hledání
normální formy.

V²echny úsp¥²né vedou ke stejné normální form¥.
A´ za£neme jakkoliv, m·ºeme se vºdy je²t¥ k nf dostat � nem·ºeme
�²patn¥ odbo£it� bez moºnosti návratu.
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Lambda kalkulus, v¥ty o normálních formách

Modely lambda kalkul·

V¥d¥lo se, ºe lambda kalkulus je konzistentní, ale dlouho se neznaly
modely.

Problém: Mohu napsat term λx .xx . Jaký má mít model funkce
aplikovaná sama na sebe?

Scott vytvo°il tzv. Domain theory, která dává sémantiku lambda
kalkul·m.
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Lambda kalkulus, v¥ty o normálních formách

β-redukce � cvi£ení

Cvi£ení

Najd¥te n¥jaké termy M a N takové, ºe:

1 N nemá nf ale MN má nf.

2 M nemá nf ale MN má nf.

Pouºijte kombinátory K, I , Ω.
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Lambda kalkulus, v¥ty o normálních formách

Siln¥ a slab¥ normalizující systémy

De�nition

Systém redukcí je siln¥ normalizující, pokud pro kaºdý term libovolná
sekvence redukcí skon£í normální formou.
Systém je slab¥ normalizující, pokud pro kaºdý term existuje alespo¬ jedna
sekvence redukcí skon£í normální formou.

Poznámky:

Netypovaný lambda kalkulus není ani siln¥ ani slab¥ normalizující.
Viz. nap°. Ω = (λx .xx)(λx .xx).

Existují typované lambda kalkuly, které jsou siln¥/slab¥ normalizující.

Siln¥/slab¥ normalizující systém nem·ºe být turingovsky úplný
(protoºe v²echny jeho funkce jsou totální).
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Lambda kalkulus, v¥ty o normálních formách

Rekurze

Example

Zkusme de�novat neformáln¥ faktoriál:

f = λn.if (= 0n)1(∗n(f (−n1)))

Lambda kalkulus takovou de�nici neumoº¬uje, funkce jsou anonymní, a tak
nemohou referovat samy na sebe.

Zkusme provést β-expanzi a vyabstrahovat rekurzi:

f = λf ′n.if (= 0n)1(∗n(f ′(−n1)))︸ ︷︷ ︸
H

f

= H f

Pot°ebujeme nalézt zp·sob, jak vy°e²it tuto rovnici � nalézt pevný bod
termu H.
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Lambda kalkulus, v¥ty o normálních formách

Rekurze
pokra£ování

Chceme najít funkci Y takovou, ºe

YH = H(YH),

pak m·ºeme de�novat
f = YH

Pozorování: Term Ω = (λx .xx)(λx .xx) se redukuje sám na sebe.
De�nujme

Y = λf .(λx .f (xx))(λx .f (xx))

Po£ítejme:

YH = (λf .(λx .f (xx))(λx .f (xx)))H

= (λx .H(xx))(λx .H(xx))

= H((λx .H(xx))(λx .H(xx)))

= H(YH)
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Reduk£ní strategie

Kterou cestou na rozcestí, kterou cestou jen se dát?
Na který mi kyne ²t¥stí, na který mi hrozí pád?

Mám-li lambda term, jak ho redukovat, abych dostal normální formu?
Které redexy vybírat?

Example

Bu¤ K = λxy .x , I = λx .x a Ω = (λx .xx)(λx .xx). Redukujme KIΩ:

Za£neme-li prvním redexem, tedy
redukujeme

KIΩ = ((λx .(λy .x))I )Ω

→β (λy .I )Ω

→β I

Budeme-li vybírat stále poslední
redex, dostaneme:

KIΩ = KI ((λx .xx)(λx .xx)︸ ︷︷ ︸)

→β KI ((λx .xx)(λx .xx))

...
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Reduk£ní strategie

Reduk£ní strategie

De�nition

Reduk£ní strategie je mapa F z Λ do Λ taková, ºe

M ∈ Λ ⇒ M�βF (M)

Reduk£ní strategie je:

jednokroková pokud M→βF (M) pro v²echna M, která nejsou v nf;

efektivní pokud ji lze � jednodu²e� implementovat;

rekurzivní pokud je �implementována rekurzivn¥�;
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Reduk£ní strategie

Reduk£ní strategie
(pokra£ování)

De�nition

Reduk£ní strategie je:

normalizující pokud jestliºe M má nf pak existuje n takové, ºe F n(M) je nf.

ko�nální pokud pro M�βN existuje n takové, ºe N�βF
n(M).

Church-Rosserovská pokud je-li M =βN pak existují m, n takové, ºe
Fm(M) = F n(N).

nekon£ící pokud pro term M s nekone£nou reduk£ní posloupností je
F n(M)�βF

n+1(M) je neprázdná redukce.
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Reduk£ní strategie

Reduk£ní strategie
(v¥ty)

Theorem

Platí:

1 Kaºdá Church-Rosserovská strategie je ko�nální,

2 Kaºdá ko�nální strategie je normalizující.

Naopak to neplatí.
Pro beta-redukce existuje:

efektivní ko�nální strategie (Gross-Knuthova strategie),

rekurzivní Church-Rosserovská strategie,

efektivní nekon£ící strategie.
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Reduk£ní strategie

Normaliza£ní v¥ta I
Normální po°adí redukcí

Theorem (Normaliza£ní v¥ta, téº 2. Church-Rosserova v¥ta)

Bu¤ F1 jednokroková strategie, která vºdy redukuje nejlev¥j²í redex (pokud
není term v nf).
F1 je normalizující.

D·kaz.

Viz. [1].

De�nition

Strategii F1 (resp. její po°adí vyhodnocování) nazýváme normální (anglicky
normal order).
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Reduk£ní strategie

Normaliza£ní v¥ta II
Normální po°adí redukcí

Nejlev¥j²í redex je první, na který narazíme p°i preorder procházení
stromu vytvo°eného z termu.

Argumenty se redukují teprve po jejich dosazení do funkce (líné
vyhodnocování).
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Reduk£ní strategie

Aplikativní po°adí redukcí

De�nition

Aplikativní strategie redukuje v kaºdém kroku nejvnit°n¥j²í nejlev¥j²í redex.
Odpovídá postorder pocházení stromu.
Termy jsou redukovány (pokud moºno) d°íve, neº jsou pouºity jako
argumenty do funkcí.

Aplikativní po°adí, nazývané také striktní (strict) nebo eager, je
pouºito v podstat¥ ve v²ech imperativních jazycích i mnoha
funkcionálních.
Je jednodu²²í na implementaci a implementace je obvykle rychlej²í.
Není normalizující. Nap°íklad term2 KIΩ má normální formu I , ke
které dosp¥jeme normálním po°adí redukcí, ale ne aplikativním.
D·sledek: Existují programy (termy), které jsou normalizující (skon£í s
daným výsledkem), který ale nelze nalézt aplikativním po°adím
vyhodnocování.

2K = λxy .x , I = λx .x a Ω = (λx .xx)(λx .xx).
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Reduk£ní strategie

Efektivita redukcí

Redukujme term (λx .fxx)M. P°i aplikativním po°adí nejprve
zredukujeme M a potom provedeme jeho dosazení. P°i normálním
po°adí ale nejprve substituujeme M do fxx , a pak redukujeme ob¥ jeho
kopie.

Normální po°adí m·ºe být mén¥ efektivní neº aplikativní, a to zásadn¥!

�e²ení: Místo stromu pouºijeme pro reprezentaci term· orientovaný
acyklický graf (DAG). Substituované podtermy sdílíme, aby se
redukovaly jen jednou.
S my²lenkou p°i²el [5] a optimální °e²ení (v ur£itém smyslu)
vypracoval [3].

(Nakreslit p°íklad.)
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Reduk£ní strategie

Vyhodnocovací strategie obecn¥

Vyhodnocovací strategie lze rozd¥lit na tyto základní skupiny:

Call by value: Výraz v argumentu funkce je vyhodnocen p°edtím, neº je
volána funkce samotná (ale nemusí to být nutn¥ zleva
doprava jako je aplikativní po°adí).

Call by name: Výraz v argumentu je substituován do funkce, jak v lambda
kalkulu � redukce strom·.

Call by need: Pouze odkaz na výraz v argumentu je substituován do funkce,
takºe výraz je vyhodnocen maximáln¥ jednou � redukce graf·.

Call-by-future: Výraz v argument je vyhodnocován paraleln¥ na pozadí.
Ve chvíli, kdy funkce pot°ebuje hodnotu argumentu,
synchronizuje se s vláknem na pozadí.
P°i opu²t¥ní funkce je vlákno na pozadí ukon£eno.
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Reduk£ní strategie �let� výrazy

let výrazy

Pokud programátor identi�kuje (pojmenovává) shodné výrazy,
m·ºeme maximáln¥ vyuºít výhody call by need.
Moºnost pojmenovávat výrazy vede k lep²ímu a £iteln¥j²ímu stylu.
Syntaxe:
let x = N in M
kde x 6∈ FV (N).
Sémanticky je to ekvivalentní (λx .M)N.
Tomuto p°ekladu v lambda kalkulu nelze obecn¥ odvodit/ov¥°it typ,
proto je konstrukce let nutná.
Umoº¬uje p°eklada£i výraz optimalizovat, protoºe víme, ºe se tato
lambda abstrakce aplikuje práv¥ jednou a práv¥ zde.

Example

square1 = λx → (x − 1) ∗ (x − 1) -- neefektivní

square1 = λx → (let x ′ = x − 1 in x ′ ∗ x ′)
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Reduk£ní strategie �let� výrazy

kombinované let výrazy

V jednom let výrazu lze obvykle kombinovat více deklarací:

let

x1 = N1
x2 = N2
x3 = N3
...

in M
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Reduk£ní strategie �let� výrazy

rekurzivní let výrazy

Je mnohem ú£eln¥j²í zapisovat výrazy v rekurzivním stylu neº pomocí
kombinátoru pro rekurzi (Y ).

Syntaxe:
let x = N in M
kde x ∈ FV (N).

Sémanticky je to ekvivalentní (λx .M)(Y (λx .N)), kde Y je kombinátor
rekurze.

Je moºné kombinovat více deklarací, vzájemn¥ rekurzivních.

V n¥kterých funkcionálních jazycích se rozli²uje ne-rekurzivní let a
rekurzivní letrec. Haskell pouºívá jen let, sám si to p°ebere.
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Hlavní a slabá hlavní normální forma

Je nutna celá normální redukce?

V praktickém funkcionálním jazyce jsou výsledkem výpo£tu data, ne
lambda termy.

Výsledek typu �fuknce p°i£ítající 4� nám nep°iná²í ºádnou informaci
(obecn¥ totiº stejn¥ nelze poznat, co n¥jaká funkce d¥lá).

Funkcionální jazyk proto má zabudované funkce a datové objekty
(nap°. £ísla), pro která jsou zabudovaná pravidla, jak funkce
redukovat. Nap°íklad + 3 4 se zredukuje na 7 apod. Cílem je, aby
výsledkem programu byla n¥jaká datový objekt.

Pokud je z°ejmé, ºe redukce n¥jakého termu (nebo podtermu) nevede
k datovému objektu, ale k n¥jaké £áste£n¥ vyhodnocené funkci, není
t°eba pokra£ovat ve vyhodnocování.
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Hlavní a slabá hlavní normální forma

Hlavní normální forma I
Head normal form

De�nition (head normal form)

Kaºdý lambda term lze zapsat ve tvaru

λx1 . . . xn.NM1 . . .Mk

kde N není aplikace, n ≥ 0 a k ≥ 0, a platí, ºe
1 pro n¥jaké l ≤ k je NM1 . . .Ml redex.

Nazveme ho hlavní (head) redex. A nebo,
2 pro ºádné l ≤ k není NM1 . . .Ml redex.

Pak °ekneme, ºe term je hlavní normální forma (head normal form).

(Nakreslit obrázek.)
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Hlavní a slabá hlavní normální forma

Hlavní normální forma II

Pro klasický lambda kalkulus to znamená, ºe N je
prom¥nná (pak je term HNF), a nebo
NM1 je β-redex.

Pro funkcionální jazyk s dal²ímí zabudovanými funkcemi a datatovými
typy je term v HNF také kdyº N je datový objekt nebo zabudovaná
funkce, která nemá dostatek argument· pro vyhodnocení.
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Hlavní a slabá hlavní normální forma

Hlavní normální forma � redukce

De�nition

Reduk£ní strategii, která vºdy redukuje hlavní redex nazveme hlavní.

Theorem

Lambda term má HNF práv¥ kdyº se hlavní reduk£ní strategie zastaví.

D·kaz.

Viz. Curry's standardization theorem v [1].

De�nition

Term m·ºe mít více r·zných HNF. Tu, kterou získáme hlavní reduk£ní
strategií, nazveme principiální (principal) HNF.
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Hlavní a slabá hlavní normální forma

Slabá hlavní normální forma I
Weak head normal form

De�nition (weak head normal form)

Kaºdý lambda term lze zapsat ve tvaru

NM1 . . .Mk

kde N není aplikace, k ≥ 0, a platí, ºe
1 pro n¥jaké l ≤ k je NM1 . . .Ml redex. Nazveme ho slabý hlavní (weak

head) redex, a nebo
2 pro ºádné l ≤ k není NM1 . . .Ml redex.

Pak °ekneme, ºe term je slabá hlavní normální forma (weak head
normal form).

(Nakreslit obrázek.)
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Hlavní a slabá hlavní normální forma

Slabá hlavní normální forma II
Weak head normal form

Pro klasický lambda kalkulus to znamená, ºe N je
prom¥nná (pak je term WHNF), nebo

N je lambda abstrakce a k = 0 (term je také WHNF), a nebo

NM1 je β-redex.

Pro funkcionální jazyk s dal²ímí zabudovanými funkcemi a datatovými
typy je term v WHNF také v p°ípadech, kdy N datový objekt nebo
zabudovaná funkce, která nemá dostatek argument· pro vyhodnocení,
a nebo lambda abstrakce a k = 0.
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Hlavní a slabá hlavní normální forma

Slabá hlavní normální forma � redukce

De�nition

Reduk£ní strategii, která vºdy redukuje slabý hlavní redex nazveme slabou
hlavní.

Theorem

Lambda term má WHNF práv¥ kdyº se slabá hlavní reduk£ní strategie
zastaví.

D·kaz.

Pokud je N je lambda abstrakce a k = 0, je tvrzení z°ejmé.
V opa£ném p°ípad¥ splývá HNF a WHNF.

De�nition

Term m·ºe mít více r·zných WHNF. Tu, kterou získáme slabou hlavní
reduk£ní strategií, nazveme principiální (principal) WHNF.
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Hlavní a slabá hlavní normální forma

Slabá hlavní normální forma � vyuºití

WHNF se v¥t²inou pouºívá pro vyhodnocování výraz· ve
funkcionálních jazycích.
U WHNF se totiº vyhneme problému s nutností p°ejmenování
prom¥nných α-konverzí, na rozdíl od HNF. (Funkcionální program musí

být kombinátor. Kdyº si na za£átku p°ejmenujeme v²echny prom¥nné tak,

aby byly r·zné, p°i hledání WHNF se vyhneme kon�iktu v názvech

prom¥nných.)

Zaji²´uje maximální lenost vyhodnocování, u HNF by docházelo k
nadbyte£nému vyhodnocování neúpln¥ aplikovaných funkcí.
U jazyk· se striktním vyhodnocováním, které vyhodnocují termy do
WHNF, lze odloºit vyhodnocení výrazu jeho zabalením do lambda
abstrakce s n¥jakou nepouºitou prom¥nnou:

M ′ = λx .M

Výraz je pak vyhodnocen teprve aº na aplikujeme M ′ na cokoliv, nap°.

M ′0 = (λx .M)0
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Hlavní a slabá hlavní normální forma

Shrnutí normálních forem

NF neobsahuje ºádné redexy.

HNF m·ºe mít redexy v argumentech nejvíce vn¥j²í funkce.

WHNF m·ºe mít redexy jak v argumentech nejvíce vn¥j²í funkce, tak
kdekoliv pod lambda abstrakcemi.
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Hlavní a slabá hlavní normální forma

Poznámky k (slabé) hlavní normální form¥

HNF má teoretické uplatn¥ní v teorii lambda kalkulu [1]. Lze nap°íklad
dokázat za jakých podmínek má term HNF, ºe kontrakcemi hlavních
redex· dosp¥jeme k normální form¥, atd.

WHNF má p°edev²ím praktické uplatn¥ní v implementaci
funkcionálních jazyk· [4].
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P°íklady a cvi£ení Cvi£ení

Normální formy

Cvi£ení

Najd¥te n¥jaké lambda termy M a N takové, ºe:

1 N nemá nf ale MN má nf.

2 M nemá nf ale MN má nf.

3 M nemá hnf ale MN má nf.

4 M nemá whnf ale MN má nf.

Zapi²te tyto termy jako programy v Haskellu. Pokud takové termy
neexistují, dokaºte to.
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P°íklady a cvi£ení Cvi£ení

Páry a alternativy

Implementujte páry pomocí lambda term·. Tedy funkci pair kterou lze
aplikovat na 2 argumenty, a funkce �rst a second takové, ºe platí:
�rst (pair M N) �β M, a
second (pair M N) �β N

Nápov¥da: typ pair bu¤ a→ b → (a→ b → c)→ c .
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P°íklady a cvi£ení Cvi£ení

Dvojitá rekurze

1 Implementujte Hofstadterovy muºské a ºenské posloupnosti jako
funkce na £íslech.

2 Implementujte je tak, abyste pouºili rekurzivní let pouze s jednou
rekurzivní deklarací, místo dvou.

3 Implementujte je pomocí kombinátoru Y .
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P°íklady a cvi£ení P°íklady a °e²ení

Faktoriál na r·zné zp·soby I

Faktoriál oby£ejnou rekurzí:

factorial :: Integer → Integer
factorial 0 = 1

factorial n = n ∗ factorial (n − 1)

Tail-rekurzivn¥:

factorial :: Integer → Integer
factorial =

let

fc r 0 = r
fc r n = fc (r ∗ n) (n − 1)

in fc 1
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P°íklady a cvi£ení P°íklady a °e²ení

Faktoriál na r·zné zp·soby II

Pomocí kombinátoru Y :

factorial1 :: Integer → Integer
factorial1 = λn→ if n ≡ 0 then 1 else n ∗ factorial1 (n − 1)

factorial2 :: Integer → Integer
factorial2 =

let

f = λn→ if n ≡ 0 then 1 else n ∗ f (n − 1)
in f

y :: (a→ a)→ a
y = λf → f (y f )

factorial3 :: Integer → Integer
factorial3 = y (λf → (λn→ if n ≡ 0 then 1 else n ∗ f (n − 1)))

-- (Integer -> Integer) -> (Integer -> Integer)
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P°íklady a cvi£ení P°íklady a °e²ení

Faktoriál na r·zné zp·soby III

Pomocí kombinátoru Y tail-rekurzivn¥:

y :: (a→ a)→ a
y f = f (y f )

factorial :: Integer → Integer
factorial =

let

f :: (Integer → Integer → Integer)
→ (Integer → Integer → Integer)

f rec r 0 = r
f rec r n = rec (r ∗ n) (n − 1)

in y f 1
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P°íklady a cvi£ení P°íklady a °e²ení

Faktoriál na r·zné zp·soby IV
Striktní jazyk � Scala � zacyklí se v kombinátoru Y

o b j e c t Fa c t o r i a l 3Bad
{

de f y [A ] ( f : A => A) : A =
f ( y ( f ) ) ;

d e f f r e c ( r e c : I n t => I n t ) ( n : I n t ) : I n t =
n match {

ca se 0 => 1
case m => m ∗ r e c (m−1)

}

de f f a c t o r i a l ( n : I n t ) : I n t =
y ( f r e c ) ( n ) ;

d e f main ( a r g s : Ar ray [ S t r i n g ] )
{

p r i n t ( " F a c t o r i a l  o f  5 :  " ) ;
p r i n t ( f a c t o r i a l ( 5 ) ) ;
p r i n t ( "\n" ) ;

}
}
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P°íklady a cvi£ení P°íklady a °e²ení

Faktoriál na r·zné zp·soby V
Striktní jazyk � Scala � simulace líného vyhodnocování pomocí η expanze

o b j e c t F a c t o r i a l 3
{

de f y [A ] ( f : ( Un i t => A) => A) : ( Un i t => A) =
Uni t => f ( y ( f ) ) ;

d e f f r e c ( r e c : Un i t => ( I n t => I n t ) ) ( n : I n t ) : I n t =
n match {

ca se 0 => 1
case m => m ∗ r e c ( ) (m−1)

}

de f f a c t o r i a l ( n : I n t ) : I n t =
y ( f r e c ) ( ) ( n ) ;

d e f main ( a r g s : Ar ray [ S t r i n g ] )
{

p r i n t ( " F a c t o r i a l  o f  5 :  " ) ;
p r i n t ( f a c t o r i a l ( 5 ) ) ;
p r i n t ( "\n" ) ;

}
}
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P°íklady a cvi£ení P°íklady a °e²ení

Dvojit¥ vzájemná rekurze I

Viz. sekvence http://oeis.org/classic/A005379 a
http://oeis.org/classic/A005378.
Klasická verze pomocí let.

female :: Integer → Integer
female =

let

f :: Integer → Integer
f 0 = 1

f x = (x :: Integer)−m (f (x − 1))
m :: Integer → Integer
m 0 = 0

m x = x − f (m (x − 1))
in f
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P°íklady a cvi£ení P°íklady a °e²ení

Dvojit¥ vzájemná rekurze II

Varianta s pouze jednou rekurzivní 'let' deklarací za pomoci páru:

female ′ :: Integer → Integer
female ′ =

let

f1 :: (Integer → Integer)
→ (Integer → Integer)
→ Integer → Integer

f1 frec mrec 0 = 1

f1 frec mrec x = x −mrec (frec (x − 1))

m1 :: (Integer → Integer)
→ (Integer → Integer)
→ Integer → Integer

m1 frec mrec 0 = 0

m1 frec mrec x = x − frec (mrec (x − 1))
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P°íklady a cvi£ení P°íklady a °e²ení

Dvojit¥ vzájemná rekurze III

(f ,m) = (f1 f m,m1 f m)
in f

Varianta s pouze jednou rekurzivní 'let' deklarací za pomoci kombinátoru Y
a páry implementovanými pomocí funkcí:

y :: (a→ a)→ a
y f = f (y f )

pair = λx y f → f x y
�rst = λp → p (λx y → x)
second = λp → p (λx y → y)

female ′′ :: Integer → Integer
female ′′ =

let

f1 :: (Integer → Integer)
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P°íklady a cvi£ení P°íklady a °e²ení

Dvojit¥ vzájemná rekurze IV

→ (Integer → Integer)
→ Integer → Integer

f1 frec mrec 0 = 1

f1 frec mrec x = x −mrec (frec (x − 1))

m1 :: (Integer → Integer)
→ (Integer → Integer)
→ Integer → Integer

m1 frec mrec 0 = 0

m1 frec mrec x = x − frec (mrec (x − 1))
-- (f, m) = (f1 f m, m1 f m)

in �rst (y (λp → let

f = �rst p
m = second p
in pair (f1 f m) (m1 f m)))
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